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1. OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho consistiu em descrever aspectos do modelo de Anderson de
uma impureza utilizando o método diagramatico de Feynman em teoria quantica de sistemas

de muitos corpos.

Palavras-chave: Sistemas fortemente correlacionados, diagramas de Feynman e modelo de

Anderson de uma impureza.

2. INTRODUCAO

Para que nds possamos ter um problema de muitos corpos, duas coisas S&0 necessarias.
A primeira delas é, obviamente, que nds tenhamos muitos corpos no sistema, ou seja, muitos
elétrons, muitos atomos, muitas moléculas, etc. A segunda € que todos esses corpos interajam
entre si. Caso estes corpos ndo estejam interagindo um com o outro, ao invés de termos um
problema de muitos corpos, teriamos muitos problemas de um sé corpo. Portanto, podemos
definir um problema de muitos corpos como o estudo dos efeitos de interacdo no
comportamento de um sistema de muitos corpos [1]-[4].

A importancia do estudo dos problemas de muitos corpos deriva do fato de que quase
todos os sistemas fisicos reais que se possa imaginar sao compostos por um grande conjunto
de particulas interagentes. Surpreendentemente, alguns sistemas fisicos nos fornecem
resultados bastante significantes quando este fato é desprezado, entretanto para varios outros
casos devemos tratar o problema completo de muitas particulas interagindo entre si.

Em varios sistemas de muitos corpos € bastante util descrevermos as propriedades
fisicas que se originam dessas particulas reais interagentes a partir de uma representacdo em
termos de particulas efetivas que sdo aproximadamente ndo interagentes, também chamadas

de quasiparticulas. Esse tratamento produz resultados em excelente concordancia com 0s



experimentos. Isto decorre do fato de que quando uma particula real se move através de um
sistema, ela puxa ou empurra sua vizinhanga e assim torna-se cercada por uma espécie de
nuvem de particulas ao seu redor. Fisicamente, a quasiparticula corresponderia a particula real
junto com essa nuvem de particulas ao seu redor.

O fato de a particula real estar cercada por uma nuvem cria uma espécie de blindagem
na mesma e ela acaba interagindo apenas fracamente com as outras. A presenca desta
perturbacdo muda as propriedades da particula real, que pode ter uma massa efetiva diferente
da massa real e a quasiparticula passa a possuir um tempo de vida caracteristico.

Em uma terminologia mais apropriada, proveniente da teoria quantica de campos, a
definicdo de quasiparticula como: (particula real) + (nuvem de outras particulas), pode ser
escrita como: (particula nua) + (nuvem) = (particula vestida) ou (particula renormalizada).
Desta forma, nos referimos a interacdo nua para interacdes ocorrendo entre particulas reais e
interacdo efetiva ou renormalizada quando ela ocorre entre quasiparticulas.

Uma quasiparticula com um momento p pode se propagar atraves de um sistema de
muitos corpos durante um tempo T, antes de interagir com outra quasiparticula. Este intervalo
de tempo T, € 0 tempo de vida da quasiparticula.

A energia de uma quasiparticula livre é dada por:
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onde m” é a massa efetiva. E a auto-energia da quasiparticula é definida como a seguinte
diferencga:
8'quase _Sparticula =% (2)
particula nua

Isto decorre do fato de que uma particula nua interage com o sistema de muitos corpos
criando uma nuvem, e a nuvem por sua vez reage de volta sobre a particula, perturbando seu

movimento. Deste modo a particula interage consigo mesma e muda sua propria energia.

2.1 MODELO DE ANDERSON

O modelo de Anderson de uma impureza [5] foi originalmente proposto para descrever
microscopicamente o0s efeitos causados por uma impureza localizada nos elétrons de
conducdo de um metal. Entretanto, posteriormente diversas outras aplicagbes foram

descobertas e, como exemplo, podemos citar a descricdo do comportamento de pontos



quénticos num material semicondutor, cuja compreensdo mais profunda poderia implicar no
possivel desenvolvimento de novos computadores quanticos.

O Hamiltoniano que descreve este modelo € dado por:
H=Ygcl c. +Y Edld, +> (Vidlc, +Vecl d,)+Udldd]d, 3)
Ko o Ko

onde o primeiro termo diz respeito ao termo de energia cinética dos elétrons de conducéo ndo
interagentes do metal, o segundo termo se refere a energia do estado localizado da impureza,
0 terceiro termo é o termo de hibridizacdo entre estados itinerantes do metal e o estado

localizado da impureza e o ultimo termo se refere a interacdo coulombiana entre dois elétrons

—

quando estes ocupam o mesmo estado localizado. Os indices k e o sédo para indicar que o

somatorio é feito sobre os momentos e os spins. Nesta notagdo, C._ destréi e CEG cria um
. . - . 21 . . N
elétron de conducéo ndo interagente de momentum k , spin o =" > energia de disperséo &, ,
k

enquanto que d_ destrdi e d’ cria um elétron localizado com energia E, (nivel de energia da
impureza) e o pardmetro de repulsdo coulombiana local é dado por U. O termo de
hibridizacdo, que representa a amplitude probabilidade de troca de elétron de conducdo com

elétrons da impureza localizada, € caracterizado pelas amplitudes V. e V, "

Uma das grandes dificuldades da utilizacdo deste modelo é que, geralmente, ele ndo
pode ser resolvido na sua forma mais geral. Mas em casos simplificados podemos resolvé-lo
com a ajuda do chamado ansatz de Bethe [6] ou também do grupo de renormalizacdo
numérico de Wilson [7]. O problema que vamos considerar neste trabalho é o chamado

modelo de Anderson de uma impureza simétrico, ou seja, que satisfaz a seguinte condicédo

2E, +U =0. Nesse caso, o Hamiltoniano do modelo possui simetria particula-buraco, isto é,
permanece invariante sob as transformagdes ¢, —c'. e d, —-d!. Vamos atacar esse

modelo utilizando o método diagramatico de Feynman aplicado a teoria quéntica de sistemas

de muitos corpos.



2.2 TEOREMA DE WICK

O conceito central do teorema de Wick [1]-[4] estad no produto normal ordenado, que
tem a propriedade de ordenar todos os operadores de tal forma que os operadores de
destruicdo se situem a direita e os de criacdo a esquerda. Ele é definido como:

N[ ABC'DF'G'...|=(-1)"[ C'F'G'...ABD...| (4)
onde P é o numero de permutagdes feitas com os operadores da vizinhanca para obter a ordem
mostrada acima. A importancia do produto normal se da pelo fato de que o valor esperado
tomado no estado fundamental do Hamiltoniano ndo-interagente do modelo |O) é nulo, ou
seja:

(0| N[ABC'D..]|0)=0 (5)

Também é necessario introduzir o conceito de contracdo de dois operadores, que é a

diferenca entre o operador de ordenamento temporal e o produto normal:

AB =T[AB] - N[AB] 6)

O operador ordenamento temporal T ordena os operadores da direita para a esquerda de
acordo com o tempo, ou seja

d ®dit), se (t'<t),

T, @a 1= T % D

—dI(t)d (), se (t'>t).

O teorema de Wick pode ser decomposto em uma soma sobre produtos normais puros,

produtos normais com uma ou mais contracdes, e produtos completamente contraidos:

TIUVW...XYZ] = NJUVW...XYZ]+ N[UV W...XYZ] +
| N — | 1
N[UV'W...X YZ]+ N[UVW .. X YZ] + )

i 11 1 1
N[UVW..XYZ]+ N[UVW ..XYZ]+...
Tomando o valor esperado no estado fundamental do Hamiltoniano néo-interagente do

modelo em (7) e utilizando a propriedade de (5), percebemos que:

i 11 1 1
(0| T{UVW...XYZ}|0) =UVW.. X YZ +UVW .. X YZ +...

= soma sobre todos 0s produtos (8)
totalmente contraidos possiveis.



A partir da definicdo acima, temos que a contragdo de dois operadores, a(t,) e a'(t,), para
t,>t,¢é

r
a(t,)a’ (t,) = (0| T{a(t,)a’(t,)}/ 0) 9)
onde <O|T{a(t2)aT (t)} 0> é a unidade imaginaria i multiplicada pela fungéo de Green:

iG"(t, ) =(0| T{a(t,)a' (,)}0) (10)
3. METODOLOGIA

3.1 METODO DIAGRAMATICO

A técnica diagramaética desenvolvida por Feynman nos fornece uma interpretacdo
pictorica do processo fisico envolvido. A técnica usada neste trabalho utiliza estes diagramas
para calcular as amplitudes de probabilidades de que determinadas interacdes acontecam,
resultando numa soma infinita. Geralmente estas somas, em algumas aproximagdes, se tornam
uma série geomeétrica, que por sua vez pode ser facilmente determinada.

Utilizando o teorema de Wick e definindo como propagador de uma particula:
iG(t,—t,) = (0| T{4, (t,)a! (t)}|0)
onde &'(t,) cria uma particula num tempo t;, a(t,) destr6i uma particula num tempo t; e T{...}

é operador de ordenamento temporal. Desta forma a particula se propaga livremente de um
tempo t; até um tempo t,. Comparando a equacdo (9) com a (6), percebemos que cada

contragéo corresponde a ix propagador .

Na representacdo de Feynman desenhamos uma linha reta, que vai de t; a t,, para
representar uma particula se propagando livremente, onde desenhamos uma seta para indicar

0 sentido de propagacao.
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Figura 1. Diagrama de Feynman de um férmion ndo interagente.

Nesta convengdo, temos uma particula se propagando para t, >t e um buraco se
propagando para t, <t . Se houver um potencial atuando sobre o féermion néo interagente, a

representacdo é feita com um ponto na linha reta. Se houver outra particula se propagando e



estas duas se interagirem por meio de um potencial qualquer, desenhamos uma linha ondulada

que liga as duas particulas que se propagam.
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Figura 2. Diagrama de Feynman de dois férmions interagentes.

onde as fungdes de Green correspondente a figura 2 é o propagador de duas particulas, que é

definido como:
iG,(t, 1) = (¥, | T{4,, (t.)4,, (t,)a], (1,4, (1)} ¥, ) (11)
onde &'(t) cria particulas no tempo t e 4(t)destréi particulas no tempote (¥, |...|'¥,) é o

estado fundamental da Hamiltoniana com interag&o.

Usualmente, faz-se a transformada de Fourier dos propagadores temporais para

obtermos um propagador que dependa da frequéncia, G (a)) :

G (w)= Td (t, )G (t, -t )e“™, (12)

Quando trabalhamos no espago de frequéncia, em cada vértice do diagrama (interacéo entre
dois féermions) a frequéncia deve ser conservada.

Quando calculamos as amplitudes de probabilidade da interacdo entre dois férmions,
as vezes ela recai numa série geométrica. Calculando esta série podemos chegar a conhecida
equacdo de Dyson, que no espaco de frequéncias, € dada por:

G© 1

G(CO) = 1—G(O)Z(a)) = (G(O) )—1 —E(a)) , (13)

onde G, é o propagador livre e Z(a)) corresponde & auto-energia do sistema envolvido. Esta

ultima descreve a renormalizacdo dos estados de uma Unica particula devido a interagdo com
0 sistema de muitas particulas.
A auto-energia pode ser escrita como sendo composta de duas partes, uma parte real e

uma imaginaria, de forma que podemos escrevé-la da seguinte forma:

2(w)=ReZ(w)+ilmZ(w), (14)

onde a parte imaginaria de (@) nos permite calcular o tempo de vida da quasiparticula, da

seguinte forma:



T =—ImZ(w) (15)

e a parte real nos fornece o peso da quasiparticula:

7_ 1 | (16)

(1— dda) ReZ(w) m_ol

3.2 REGRAS DE FEYNMAN DO MODELO DE ANDERSON

Os propagadores sdo ferramentas extremamente Uteis no tratamento de problemas de
muitos corpos. Eles sdo essencialmente generalizaces das familiares funcdes de Green e
determinam as amplitudes de probabilidade de interacdo entre férmions de um sistema. Os
propagadores séo definidos para os diversos casos e modelos que desejamos estudar.

A descrigdo quantica detalhada de um sistema de muitos corpos requer uma funcéo de
onda dependente do tempo para o sistema inteiro. E até mesmo os computadores mais velozes
demorariam muito tempo na resolucao de problemas desta forma. Felizmente, verifica-se que,
a fim de encontrar propriedades fisicas importantes de um sistema, ndo é necessario conhecer
detalhadamente o comportamento de cada particula neste, mas apenas o comportamento
médio de uma ou duas particulas tipicas. As quantidades que descrevem este comportamento
médio sdo os propagadores, e as propriedades fisicas podem ser calculadas diretamente
através deles.

O propagador livre de uma particula para o0 modelo de Anderson, para o limite T — 0,

isto é para o limite de baixas temperaturas, € dado por:

G (1) =—i (¥, | T[d, (1), d](O)]| W, ). (17)
onde (W,|..|¥,)é o estado fundamental da Hamiltoniana com interacdo, ou seja
H=H,+V.

Utilizando a transformada de Fourier para o propagador temporal,
G(w) = j dt e G(t), (18)

e ainda considerando o modelo de Anderson de uma impureza no limite de banda ampla,

encontramos no formalismo de Matsubara a seguinte expressao para o propagador livre:

© () — —
7 (@)= w+Asgn (o) (19)

onde a fungdo sgn(w) ¢ definida como:



1, se w>0
sgn (@) = -1, se w<0’ (20)

V 2
e a funcdo de hibridizac&o é definida como A(w) = ZL gue no limite de banda ampla se
Kk O—&

torna A(w) =—-iAsgn(w) .

Da definicdo acima do propagador para este modelo, podemos perceber que ele possui
dependéncia apenas na frequéncia, desta forma, nos diagramas de Feynman integra-se apenas
sobre as freqiiéncia intermedidrias. A partir desta definicdo também pode-se escrever uma

tabela que nos servird como um dicionario para calcularmos as interacdes a partir dos
diagramas.

Imagem Fator
‘” G(w)
1
G© —
“1 () io+iAsgn (o)

e

(loop fermidnico)

(-1) para cada loop.

4 4
/\/\/\ U,

4 4

v 4
/vv\\ Uy,

A v
A . Tdw
Para cada frequéncia intermediaria. o
S0 7T

Tabela 1. Dicionério para os diagramas de Feynman



4, RESULTADOS E DISCUSSOES

A funcdo de Green para duas particulas é definida como segue na equacdo (11) e os

diagramas de correcOes ao Vértice apresentados nas figuras 3 e 4 sdo a soma das amplitudes

de probabilidade de que duas particulas entrem no sistema, uma com frequéncia «, e outra
o, , interajam entre si e saiam com frequéncia w, e w,. Em cada vértice a frequéncia e o spin

devem ser conservados.

Na figura 3 estdo representados todos os diagramas particula-particula e particula-
buraco do modelo de Anderson de uma impureza até um loop para o canal up. Este canal é
definido como a interacdo entre duas particulas onde ambas entram no sistema com spin up
interage com a outra e saem com spin up, podendo ou ndo inverter o spin nos estados
intermediarios.

Na figura 4 fizemos a mesma expansao, porém agora para o canal up-down. Este canal
é definido como a interacdo entre duas particulas onde aquela que entra no sistema com spin
up interage com a outra e sai com spin down e aquela que entra com spin down interage e sai

com spin up.

Ao, ih 0 Ay

Figura 3. Expanséo diagramatica do modelo de Anderson de uma impureza para o canal up.
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Figura 4. Expanséo diagramatica do modelo de Anderson de uma impureza para o canal up-
down.
Com base na tabela 1 podemos calcular os diagramas de segunda ordem, onde para o

canal up, temos:

i
+00 da) 2
o1 poee = p (—UT) Gw) GY(a-w), onde o=, +w, (21)
t ®) t = U’ do - !

WZ o+Asgn(w) a—-w+Asgn(a —w)

Esta integral pode ser dividida em trés:

Sdo 1 1 “do 1 1 Tdo 1 1
I =U.%| | — Py oz
w(@)=U J.27z (0—A) (a—co+A)+027r (oo+A)(0:—a)+A)+j 27 (0+A) (a—w—-A)

—o a

Estas integrais podem ser facilmente resolvidas usando fracGes parciais, de onde se obtém:

2 2A A+|a|
”W‘“)‘”%|a|(m+|a|>'”( - )

onde 0 médulo em « se da pelo fato de que este resultado é valido tanto para & >0 quanto

para o <0. Procedendo de forma analoga para os outros diagramas obtemos:

wrtora =Hpb(a):—U2 2A In[A+|a|

’ d =—
" alal(2a+fa]) | A J onte a=- AT,



2A A+l|a
0 gt w =Hpb(a):—U§¢”|a|(2A+|a|)ln( A| |J onde a=- @, + o,

1 )
t t
“1 rdo 2 1o 0 — 112 2A A+|0£|
= — (4 — -1 =
: [0 &0 ey =ui a5
t QT ! onde ¢ =- w, + o,

1 )
@ Tdw 2 2A A+|a
= [Z2(U,,) 6°(@) G*(w-a)(-1) = U2 |
W _,[027[( +) G’(w) G (w-a)(-1) N”|0!|(2A+|a|) n[ ~ j
" w+«t—w3 y onde a=-w,+o,

? o N
- 2A A+|e
y /T/ = I, () =- U7 7r|a|(2A+|a|)|n( A| |j onde a =-w, + o,
S
) © t
t o N
v 2A A+la
@“@)/ = ()= U2, ”|a|(2A+|a|)In( A| |J onde & =-w, + @,
B
0 *) i
t
9 2A A+|a|
= = — d = —
IT,,(a) Uz ”|a|(2A+|a|) n( A onde a=-w, + o,
t
t
?

De modo analogo, para o canal up-down temos:



W0 2A A+
@1 \ _pr(ﬂ):_UTZJ, 7f|ﬂ|(2A+|ﬂ|)ln£ A| |j ,Onde ﬁ:a)l-i-a)z
i ®) \\¢
) 0
WA~ © 2A A+ ﬁ
“ 0 e _pr(ﬁ):_U$¢”|IB|(2A+|ﬂ|)In( A| |j ,Onde IB=C()1+(02
? © \\¢
v A
2A A+|4|
=11 —_ I ’ d —
¢w7-w3+w pb(ﬂ) UT~LUT 7T|ﬂ|(2A+|ﬂ|) n[ A j onae ﬂ C!)1+Q)3
? @ \\¢
¥ A
oree 2A A+|S
! = I, (B) == Uy U,y 7z|ﬂ|(2A+|,B|)|n[ A| |J ,onde B=-w +w,
? © i
| ?
wT N +°°da) 2 o 0 _ ) 2A A+|ﬁ|
= —(U G G — -1D=11 =-U | ,
¢ (G0 @S @-arn=n,p =izt n[ |
! Y | onde f=-w,+o,
|
Yoo 2A A+|A|
—_ _ 2 _
¢“’ - Hpb(ﬂ)_ UN 7Z|ﬂ|(2A+|ﬂ|)ln[ A , onde p= o+,
? @ |
| - A
N _ e 2A A+|A] o
w/ =10,(8)= U”;z|/3|(2A+|ﬁ|)ln[ el onde S =-w,+a,
y
T (h) ¢

Dessa maneira, constata-se que todos os diagramas de Feynman de corregdes ao
vertice até um loop associados ao modelo de Anderson de uma impureza simetrico ndo
apresentam nenhum tipo de divergéncia ou singularidade no limite de baixa energia e que,
portanto, uma descricdo em termos da teoria do liquido de Fermi de Landau com excita¢des

de quasiparticulas bem definidas é de fato apropriada para descrever esse modelo nesse

regime.



5. CONCLUSOES

Em suma, utilizando o método diagraméatico de Feynman aplicado ao modelo de
Anderson de uma impureza simétrico no limite de ampla, foi calculado todos os diagramas de
correcdo ao vertice do modelo até um loop. Constatou-se que nenhum desses diagramas
apresentava nenhum tipo de singularidade ou divergéncia o que esta de acordo com o fato de
que esse sistema é bem descrito pela teoria do liquido de Fermi de Landau no limite de baixas
energias.

Como perspectiva futura deste trabalho, o proximo passo consistira na derivagdo das
chamadas equacdes do grupo de renormalizacdo até um loop para esse modelo, bem como o
calculo dos efeitos da auto-energia até dois loops. Isso resultara em um sistema de equacdes
diferenciais acopladas que deveréo ser resolvidas numericamente. Com isso, verificaremos se
essa metodologia € capaz de reproduzir a chamada escala de Kondo que emerge naturalmente

desse problema em um regime de forte acoplamento [8], [9].
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