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1 Introducao

Considere o seguinte problema de otimizacao

min f(z)
t.q. x € R",

(1)

onde f : R" — R (fungdo objetivo) é ndo necessariamente diferencidvel. O método de
ponto proximal, introduzido por Martinet [1] e Rockafellar [2] na década de 70, é um método
iterativo utilizado para resolver o problema (1). O método de ponto proximal gera uma

sequéncia {z¥} C R"™ como segue: dado zy € R",
"= argmin, . g« {f(2) + XelJz — :L‘kHZ} , (2)

onde {)\.} é uma sequéncia de nimeros positivos. Sendo fi := f(z) + \||lz — 2F[|*> uma
regularizacao de f, espera-se que f forneca algum tipo de aproximagao do minimizador
(caso exista) da fungao objetivo f.

Neste trabalho, seguindo [3], mostramos que se f é convexa e o conjunto dos minimi-
zadores é nao vazio, entdo a sequéncia gerada por (2) estd bem definida e converge um

minimizador da funcao objetivo.

2 Objetivos

e Objetivos gerais: Estudo de elementos de andlise convexa e analise nao diferenciavel;

e Objetivos especificos: Estudo do método de ponto proximal classico para otimizacao

convexa.
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3 Metddologia

Estudo de livros e artigos e discussoes semanais com o orientador.

4 Resultados e Discussoes

4.1 Resultados preliminares

Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes e resultados bésicos de andlise convexa que
podem ser encontrados, por exemplo, em [4, 5, 6]. Daqui em diante, f sempre designard

uma fungao definida em R" e assumindo valores em R, salvo mencao explicita em contrario.

Definicao 1. Um conjunto D C R"™ é conjunto convexo se, para quaisquer x,y € D e

a € 0,1], tem-se ax + (1 —a)y € D.

Definigao 2. Seja D C R" um conjunto convero. Uma func¢ao f : D — R ¢é dita ser convexa

em D quando, para quaisquer x,y € D e a € [0,1], tem-se

flaz+ (1 - a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).

Se a desigualdade estrita ocorre para x # y e a € (0,1), entdo f ¢ dita ser estritamente

convexa.

Proposicao 1. Seja f é uma fung¢ao convexa e h : R® — R é uma fun¢ao estritamente

convexa. Entao, f +h : R" = R ¢é uma funcdao estritamente conveza.
Demonstracao. Segue imediatamente da tultima definicao. O

Proposicao 2. Seja f uma funcdao estritamente convezra. Se f possur um minimizador, ele

€ unico.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f admita dois minimizadores z,2’ € R™, x # 2/, com

f(z) = f(2') = v. Visto que f é estritamente convexa, para a € (0, 1), temos que
flaz+ (1 —a)r) < af(z)+ (1 —a)f(z) =,

que é um absurdo. Logo, o resultado segue. O



Teorema 3. (Desigualdade de Jensen) Seja f uma fun¢ao convera. Entao, para todom € N,

i €R" e\ >0,i=1,...,m, tais que Z)‘i =1, tem-se
i=1

f(zm)\zxz> Szm)\fif
i=1

Demonstracao. A prova é feita por inducgao a partir da Definicao 2. n

Definicao 3. Sejax € R" e L > 0 . Uma fungao [ € dita ser localmente Lipschitz em x

com constante L, se existe uma € > 0 tal que
[f(@) = fwl < Llz—yl, =yeR"
Teorema 4. Seja f uma funcao convexra. Entao, f € localmente Lipschitz.

Demonstra¢ao. Tome u € R™ arbitrario (fixado). Afirmamos que f ¢ limitada em uma

vizinhanga de u. De fato, seja € > 0 e considere a caixa

S::{yEan—Egyi—uiSE, izl,...,n},

1 m

com vértices u',...,u™. E conhecido que m = 2" e S = conv({u,...,u™}) (envoltéria

convexa de {u',. um}), ver [5, pagina 121] Entao, para cada y € S, existem \; > 0,

1 =1,...,m, com Z)\ =1, tal que y = Z)\uZ Denote por M o maximo de f em
=1 =1

{ul, ... u™}. Visto que f é convexa e Z A; = 1, do Teorema 4 segue que
=1

fly) =7 (Z&%) SZ)\if(Ui) SMZ)\i:M,

o que prova que f é limitada superiormente por M quando restrita ao conjunto S. Por outro
lado, para qualquer y € S, existe x € S tal que u = %x + %y Assim, pela convexidade de f,

temos que f(u) < 1f(z)+ 3f(y), de onde obtemos que

fy) = 2f(u) = f(z).

Agora, visto que z € S e f é limitada superiormente por M quando restrita ao conjunto
S, da tltima desigualdade podemos concluir que f é limitada inferiormente por 2f(u) — M
quando restrita ao conjunto S e a afirmacao estd provada.

Consideremos a bola B(u,2d) onde f é limitada e sejam « e [3 tais que

<f(z)<B,  z€ Bu,2), (3)



Dados y,y’ € B(u,0), y # y' é facil ver que

, PR—
y// — y/ + 5y/—y c B(u’ 25)
Iy = yl|
Além disso, ¢y = 511";2@‘&” + 5 +”y5,_yHy. Assim, visto que f é convexa, obtemos

/ Hy,_yH " g
10 = 5 =l 53—’

Sutraindo f(y) de ambos os lados da tltima desigualdade, segue que

1) = 1) < ) - s )
Agora, visto que y,y € B(u,26), de (3), temos que f(y") < e —f(y) < —a e, consequen-

temente,

=l Iy —oll s

Assim, combinando tltima desigualdade com (4), concluimos que

F) - £y < W25 o)

Procedendo de modo analogo, é possivel mostrar que

fo) - £ < W=l o)

Portanto,

7W) ~ Fwl < 22—l

e o resultado segue. O
Corolario 5. Seja f uma funcao convexa. Entao, f € continua.
Demonstracao. Segue do Teorema 4. O

Definigao 4. Sejam x e v um ponto e uma direcao em R™, respectivamente. A derivada

direcional de uma funcao f em x na direcao v € definida por

oty = g [E D IE)

Proposicao 6. Seja x € R" e f uma funcdo convera. Entao, a derivada direcional em cada

direcao v € IR"™ existe e satisfaz

f'(z,d) := inf flottd) - f(x)

t>0 t




Demonstracao. Tome v € R" e definamos ¢ : R — R dada por

flz +tv) = f(=)
p :

p(t) =

Seja € > 0 e tome constantes 1, t5 tais que 0 < t; < t; < €. Note que

(tz — tl)f(l’) + tlf(l' + tQU) — tgf(l' + tlv)

p(t2) — p(t1) = vy .

que, depois de algumas manipulagoes algébricas, fornece

1
plt2) —olta) = (1 —ti/ta) f(2) + ti/taf (x + tav) — f(z + t10)].
1
Agora, visto que 0 < t1/ty < 1 e f é convexa, da ultima igualdade, obtemos
1
plt2) —o(ts) = —[f((1 = ti/ta)o + t1/ta(z + t2v)) = fla + t1v)] 20,

1
de onde concluimos que ¢ decresce quando ¢ tende a zero por valores positivos.
Considere agora 0 < t < e. Temos que

sf@+tv) +5f(@) + (f(@ —5v) + (1 = Hf(z) — 2f(2)
t/2 ‘

p(t) — p(=€/2) =

Usando que f é convexa, ultima igualdade nos fornece

(x +t/2v) + f(z —t/20) — 2f(2)
t/2 ’

f
p(t) — p(—€/2) >
de onde obtemos

12f(z+t/2v) + 1/2f(x — t/2v) — f(x)
t/4 '

p(t) —p(—€/2) =
Usando novamente a convexidade de f no segundo membro da ultima desigualdade, temos

o(t) — p(—€/2) > W _,

o que implica que f é limitada inferiormente para 0 < t < € e o resultado da proposicao

segue. O
Definicao 5. Seja S um conjunto nao vazio em R™. A func¢ao og : R™ — R, definida por
os(x) == sup{(s,z) : s € S},

¢ chamada func¢ao suporte de S.



Proposicao 7. Sejam A, B C R" conjuntos nao vazios, converos e compatos. Entao,
AC B se, e somente se, o0 < o0p.

Defini¢ao 6. Dado x € R", o subdiferencial de uma fungao f em x, denotado por Of(x), €

o conjunto dos vetores s € R™ satisfazendo
fy) > f(@)+(s,y —x), yeR"
Teorema 8. Seja f uma fungao convexra e x € R™. Entdo,
(i) f'(x,v) = 095(x)(v), para todo v € R";

(ii) Of(x) € um conjunto ndao vazio, convexo e compacto tal que Of(x) C B(0;L), onde L

¢ uma constante de Lipschitz de f em x.
Demonstragao. Ver, por exemplo, [6, pag. 14 e 15]. O
Teorema 9. Sejam f,g: R"™ — R funcoes convexas. Entdo, para cada v € R,
09 f(x)+09(x) (V) = Oaf()(V) + Tagy(v), v ER™

Demonstragao. Tome v € R™. Visto que f e g sdo convexas, pelo item (ii) do Teorema 8

podemos concluir que existem §; € df(x) e 55 € dg(z) tal que

Oop@)(V) = (51,0),  Oog(a)(v) = (52,0). (5)
Além disso, da Definicao 5 segue que

Oof(x)+09(x) (V) = (51 + 52,0), s1 € df(x), s9 € dg(x).
Assim, de (5), obtemos que
09 f(z)+09(z) (V) = Oa(z) (V) + Tag(a) (V). (6)
Por outro lado,
Tof(2) (V) + Oaga) (V) > (51 + 52,0), s1 € 0f(x), s € dg(x),

o que implica que
0o1(a) (V) + Toga)(V) = Toj(@)+ag() (V)-

Portanto, o resultado segue da ltima desigualdade combinada com a desigualdade (6). [



Teorema 10. Sejam f,g: R" — R funcioes convexas e x € R™. Entao,

f +g)(x) = 0f(x) + g().

Demonstrag¢ao. Tome v € R™. Visto que f e g sao convexas, pelo Teorema 8, segue que

J0f(x) e Og(z) sdo conjuntos nao vazios, convexos e compactos tais que

Oof(x)V = f/('ru U)? O09g(z)V = g(l’, U>. (7)

Em particular, 0f(z)+0g(x) é um conjuno nao vazio, convexo e compacto e, pelo Teorema 9,

O0f(2)+09(x)V = Oaf(z)V T Oag(x)V- (8)

Por outro lado, visto que (f + ¢)'(z,v) = f'(z,v) + ¢'(z,v), usando o item (i) do Teorema 8
junto com (7), obtemos

To(f+9)(@)V = Odf(x)V + Tag(z)V-

Combinando tltima igualdade com (8) junto com a arbitrariedade de v, o resultado segue

da Proposicao 7. O

Definicao 7. Seja f uma fungao continua. Diz-se que f e uma 1-coerciva se

M = 400
lzl|—+oo |||

Teorema 11. Seja f uma funcao continua. Se f € I1-coerciva, entao [ possui pelo menos

um minimo global.

Demonstragao. Visto que f é um coerciva, temos que lim||,(|— 100 % = +o00. Consequente-

mente, dado M > 0 existe um nimero r > 0 tal que, para ||z|| > r tem-se

% > M & f(z) > Mljz|| > Mr.

Mas isto nos diz que
Le(Mr) :={z € R": f(z) < Mr} C B(0,r) := {z € R" : [lz]| <r}.

Visto que f é convexa, do Coroldrio (5), temos que f é continua e consequentemente, L ¢(M1)
é fechado. Portanto, da ultima inclusdo, Ly(Mr) é um conjunto compacto. Assim, pelo
Teorema de Weierstrass, f possui pelo menos um minimo quando restrita a Lg(M7r). Seja

y € R™ um minimizador de f restrita a L;(Mr). Afirmamos que y é um minimizador



irrestrito de f. De fato, visto que y é um minimizador de f quando restrita ao conjunto
L¢(Mr), temos que f(y) < f(z), para todo x € Lg(Mr). Por outro lado, para todo = ¢
Ly(Mr),

f(x) > Mr > f(y),

e o resultado segue. O

Proposicao 12. Seja f uma fungao convera e x € R™. Uma condi¢ao necessaria e suficiente

para que x seja um minimizador de f € que 0 € Of(x).

Demonstracao. Segue imediatamente da definicao de subdiferencial. O

4.2 O método de ponto proximal

Nesta secao apresentamos uma andlise de convergéncia do método de ponto proximal, ver

por exemplo, [7, 3].

Proposigao 13. Seja f uma funcio conveza. A sequéncia {x*} gerada pelo método de ponto

proximal (2) estd bem definida.

Demonstragio. Pelo item (ii) do Teorema 8, para todo k € N, existe s* € R™ tal que

Assim, visto que fi(z) = f(z) + M\||z* — z[|?, temos que
fil@) = f(2%) + (s" 2 = 2") + Aell2* — 2] .

Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por ||z — 2*||, obtemos

(@) > f(a*) +<8k7|‘x—_xk >—|—)\k]|:ck—x||,

|z =[]~ [lz = 2*]] v —at|]

e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ultima desigualdade se reduz a

fie) )

|z =[]~ [lz = 2*]]

— 15[l + Axlla" — 2.

Visto que f(a*) e ||s*|| sdo constantes e Ay > 0, fazendo ||z — z*|| ir a +00 em ambos os
membros da tltima desigualdade, segue que f), é 1-coerciva. Assim, como \||z* — z||? é
estritamente convexa, o resultado segue do Teorema 11 combinado com as Proposicoes 1 e

2. U



Teorema 14. Seja f : R® — R uma funcdo convera. A sequéncia {xk} C R" gerada por

(2) € caracterizada pela relagao
2A(zh — 2"y € af (o5 ).

Demonstracio. Sendo x¥1 dada por (2), o resultado segue da Proposi¢ao 12 combinada com

o Teorema 10. O

Teorema 15. Seja f uma fun¢ao convera e x € R". Se a sequéncia {:1:’“} ¢ gerada por (2),

entao vale a desigualdade

L 5@ - sy,

lz = 2" <l — 2F)* = [l — 2F) + "

Demonstracao. Note que
o — 252 = ||z — 2 + b — 22 = ||z — b2 — 2R — 2R 4 2(a — 2Rz — ) (9)
Agora, visto que f é convexa, pelo Teorema 14, temos
2\ (2% — 2"t € af (aF ).
Assim, pela definicao de df (zF*1),
F(x) > F@ ) + @M (ab — 251), 2 — 2P = FaRH) 4 20 (@ — 2L p — oh ),

e, consequentemente,

1

)\_k(f(a:) . f(:l}kJrl)) > 2<l‘k o xk+17x . $k+1>.

Portanto, o resultado segue da ultima desigualdade combinada com a desigualdade (9). O

Corolario 16. Seja {xk} a sequéncia gerada por (2). Entdo, vale a desigualdade

[l — 2™ ]? < Hﬂf—ﬂﬁkHQJr)\ik(f(x)—f(ﬂf“l))? (10)
para todo r € R™.
Demonstracao. Segue do Teorema 15. O]

Definigao 8. Seja ) # U C R™. Uma sequéncia {xk} C R™ € dita ser Fejér convergente a

U com respeito a norma euclidiana se

l2* " —ull < [l —ull,  wel (11)



Corolario 17. Se {xk} é Fejér convergente ao conjunto ) # U* C IR", entdo {xk} € uma
sequéncia limitada. Se, além disso, um ponto de acumulacdo T da sequéncia {xk} pertence

a U, entdo T = limy,_, o z*.

Demonstracio. Dado u € U, a desigualdade (11) implica que ||u — 2*||*> < |Ju — x¢||?,
para todo k. Deste modo a sequéncia {xk’} é limitada. Agora sejam z € U um ponto de
acumulacao de {xk} e {a:kj} uma subsequéncia de {xk} tal que limj_>+oo(:rkj)::i Como
z € U, segue de (11) que a sequéncia de nimeros reais positivos {||z* — Z||} ¢ monétona nao-
decrescente e possui uma subsequéncia, a saber {||ka — I |}, convergindo para zero. Entao a

sequéncia converge para zero, isto é, limy_, o ||2% —Z||=0, o que significa limy_, ;o 2*=2. O

Teorema 18. Sejam f uma funcao convera e {x’“} a sequéncia gerada por (2). Se a

— 1

sequéncia {A} € tal que Z ¥ +00, entdo limy_, o f(2¥) = f., onde f.=inf,cpn f(z).
k=0

Se, além disso, o conjunto U* dos minimizadores de f € ndo vazio, entdo lim,_,(2%) = z.,

com z, € U*.

Demonstracao. Seja U* o conjunto dos minimizadores da funcio convexa f. Se zF € U*,
para algum k > 0, é facil ver que o = z*+1 = %2 = 2*+3 = Assim, f(2%) = f, e ndo
h4 mais nada a fazer. Agora, suponha que para todo k € N, ¥ ¢ U*. Por (2), segue que
a sequéncia { f (a:k)} é estritamente decrescente. Afirmamos que limy .o f(z¥) = f.. De
fato, suponhamos, por absurdo, que limy_, o f(x) > f.. Entao, existe z € IR" e 6 > 0 tal
que

fx) < f(a*) =, k e N. (12)

Substituindo a desigualdade (12) na desigualdade (10), obtemos

o
lz =P < flo =M = =, keN. (13)
k

e, consequentemente,

<o =P = llv = 2",

Ak

para todo k > 0. Somando termo a termo

X

11 . 1
Y —< g(H:L“—%t)H2 — [z —27H?) < gllx—onz,

par
para todo j, o que contraria Z — = +00. Logo, limy_, 1 f(2¥) = f.. Suponhamos agora
k
k=0

que U* # 0 e tome z € U*. Deste modo f(Z) < f(«F), para todo k. Substituindo z por =



em (10), obtemos

lz— 2P < |lz—2*P,  keN,

assegurando que a sequéncia {xk } é Fejér convergente a U*. Logo, pelo corolario 17, te-
mos que {xk} ¢ limitada. Seja {:U"’J} uma subsequéncia convergente de {xk}, tal que
lim; 400 2% = x,. Da primeira parte lim;_, o, f(2") = f,. Assim, visto que f é con-
vexa, em particular f continua (Corolario 5) e, consequentemente, f(x,) = f.. Mas isto nos
diz que x, € U*. Portanto, novamente pelo corolario 17, concluimos que a sequéncia {.Clﬁk}

converge a T, isto é, limy_,o (z%) = .. O

5 conclusao

Neste trabalho estudamos o método de ponto proximal e apresentamos uma anédlise de con-
vergéncia da sequéncia gerada pelo mesmo a uma solucao do problema de minimizacao

convexa irrestrito, no caso que a funcao objetivo é nao necessariamente diferenciavel.
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