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Resumo

No trabalho de iniagao cientifica [2], Uma Curva de G. de Rham, analisamos um caso
particular de uma classe de curvas introduzida por Georges de Rham [1]. A curva estu-
dada é obtida através do processo de trissecgdo de um quadrado. No trabalho anterior,
obtemos uma parametrizacdo desta curva e mostramos que a mesma possui derivada
em todos os pontos. Neste trabalho vamos mostrar que a derivada desta curva varia de
modo continuo e obteremos uma expressao desta derivada em termos de fragdes conti-
nuas. Além disso, mostraremos que esta curva ndo possui derivada segunda. Daremos
uma prova simples de que a curva obtida, contradizendo a intui¢do, ndo é um circulo.
Essa classe de curvas é estudada na matematica aplicada e na computacao grafica com
a necessidade de aproximar objetos suaves (arredondados) por objetos retilineos. Ha
também um grande interesse da matematica pura em estudar propriedades dessa cur-
vas e suas possiveis generaliz¢cdes além do interesse em areas mais especificas como

sistemas dinamicos .

1 Introducao

Neste trabalho usaremos completamente todos os resultados, definicdes e notagdes
presentes no trabalho de iniagao cientifica realizado no periodo 2009/2010. Aqui damos con-
tinuidade ao referido trabalho demonstrando algumas propriedades interessantes a respeito

da curva limite obtida pelo processo de trisseccgao.
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2 Continuidade e Expressao da Derivada da Curva C

Nesta sec¢éo provaremos que a fungdo m: [0, 1] — R que associa a cada ponto ¢ € [0, 1]
a inclinacéo da reta tangente a curva C' no ponto M(¢) da curva C' é uma fungdo continua do

parametro t. Também obteremos uma exressao para esta inclinagao em fragées continuas.
Proposicao 2.1. A fungdo m: [0, 1] — R é uniformemente continua.

Demonstracdo. Pela proposicao 3.9 de [2], dado € > 0 existe ny € N tal que n > ng implica
que a tangente do angulo formado por dois lados consecutivos de P, é menor que €. Tome
y = 2_10 Dados z,y € [0, 1] temos que |z — y| < § implica que M(x) e M(y) estdo entre
dois vértices consecutivos de (),, com n > ngy. Pela convexidade da curva C' segue que

m(a)—m(y)] <. =

Agora, obteremos uma expressao em fragoées continuas para a inclinagao da reta tangente
acurva C.
Seja t um numero real do intervalo [0, 1]. Entdo ¢ possui uma representacdo na base 2.

Isto &, existem a; € {0, 1} tal que

(e 9]

a;
tzzizo,alagag...

=1
Separemos a representacao binaria de ¢t em blocos de digitos 0’s e em blocos de digitos
1’s como abaixo

t=0,11...100...011...100...011...
——

k1 vezes ko vezes k3 vezes k4 vezes

podendo ser k; = 0.
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Dai, t=s;+ (t —s;) implica que

t=1 +0,00...011...100...011...
S——

k1+ko ks ka

~on

Pondo s, =0,00...011...1 temos que
k1+ko ks

k1+ko+k3 k3
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Logo,
1 1

t=1- % + 9k1+k2 - 9k1+ka+k3

+0,00000...00011...100...
k1+ko+k3+ka ks

Consequentemente,
1 1 1 1

t=1- k1 + 9k1+k2 - 9k1+ka+ks + 9k1+ko+ks+ky o

o0

=1+> —((71); - ()

=1 2=

No que se segue, denotaremos a fragdo continua

1
a = a + 1

a7
as +

Qg+ ...
por

a =< a,a9,0a3,04,... >

Teorema 2.1. Se o pardmetro t é dado pelo desenvolvimento em (*), entdo denotando por

A—" =< ki,ko,...,k, > e convencionando que Ay,=0, A_1=1, By=1 e B_,=0 temos que o

coeficiente angular m(t) da tangente a curva limite C no ponto M(t) é dada pela fragdo continua

m(t) =<< /{31,]{?271{?3, o>,

~ _(=1)

Demonstracdo. Sejamty=1et_=0et, =1+ . Afirmamos que o coeficiente

- 22;:1 k;
=1
angular m(t,,) da reta tangente a cuva limite C' no ponto M(t,,) é igual a
B,
tn) = —.
mlta) = 3
A prova desta afirmagéo sera por indugao sobre n. Para n = —1, a tangente no ponto
B_ 0
M(t_1) =M(0) é dada por m(0) = A—l =1 como de fato o é pela proposicdo 3.11 de [2]. A
-1
afirmagao também é verdadeira para n = 0 pois ty = 1 e a tangente no ponto M(1) é dada
orm(1) = 2o _ 1
m(l)=—=-.
P Ao 0
Suponhamos, por hipétese de inducao, que a férmula é verdadeira para
1,2,...,n — 1. Queremos provar que ela é verdadeira para n. Por hipbtese,
B, _ B, _
Mty_2) = =22 e mt, 1) = —-—

An72



Para abreviar, pomos k = k; + ... + k,_1. Temos que

multiplicando ambas as equacdes por 2* temos

n—1
2kt, | =2F + Z(—l)’?k_zézl kj
i=1

n—2
Pty =28 ) (—1)i2h 2=l
i=1

Portanto, 2*t,,_; e 2", s&o nmeros inteiros pois k — >_°_, k; > 0. Além disso, 2¢t,,_; —
2%, o = (=1)""L. Logo, M(t,_1) e M(t,_») séo vértices consecutivos de Q. e M(t,,_1) pre-

cede ou sucede M(t,_») conforme n seja impar ou par, respectivamente. Por outro lado,

(="

2k+kn
consecutivos de Qy.x, € M(t,) precede ou sucede M(t,_1) conforme n seja par ou impar,

by = th1 +

donde 2ktknt, — oktkng = (—1)". Logo, M(t,) e M(t,_,) s@o vértices

respectivamente. Assim, em todo caso, M(t,,) esta entre M(t,,—1) € M(t,,—2) € M(t,,—1) e M(t,,)
sao vértices consecutivos de Q. x, -

Pelas propriedades da sequéncia de Brocot estabelecidas anteriormente, nés temos que
m(t,) é obtido através de m(t,_1) € m(t,_o) através de somas sucessivas no sentido arit-
mético dos coeficientes angulares. Como m(t¢,_1) e m(t,) s@o termos vizinhos da sequéncia

Bk, Segue que essas somas sio:

Bn—l + Bn—2 ZBn—l + Bn—2 kan—l + Bn—2
An—l + 14n—27 2An—1 + 14n—27 Y knAn—l + An—2
de modo que
kan—l + Bn—2
t,) = .
m< ) knAn—l + An—?

Pelas propriedades de construgcao das fragdes continuas [3] segue que
B, =k,B,.1+ B,_5 ¢ An = knAnfl + An72

e assim a afirmacéao é verdadeira.
Para o caso geral, se t € um numero diadico entdo o densenvolvimento em (*) é finito e
assim o teorema é verdadeiro pela afirmacao anterior. Se ¢t ndo é um numero diadico entao

t= lir+n t,. Pela continuidade da derivada da curva C' temos que m(t) = hrf m(t,). Logo,
n—-+0oo n—-+0o0

B,
m(t) = lim m(tn) = lim A_ =< k’l,k’g,k’g, o>

n—-4o00 n—-4o00 n

como queriamos demonstrar. O



3 A Curva C Nao é um Circulo

Durante o desenvolvimento desse trabalho apresentei e discuti 0 processo de trissec¢cao com
inUmeras pessoas. Em todos as pessoas, incluindo eu mesmo, no primeiro contato, as pes-
soas intuiram que a curva C' é um circulo. Contrariando a intuicdo de todos mostraremos
nesta secdo um argumento bem simples mostrando que a curva C' ndo é um circulo.

Sabemos da proposicao 2.6 de [2] que os pontos médios de cada lado de P, pertencem a
curva limite C'. Assim, os pontos C, D e G do poligono P; na figura abaixo pertecem a curva
C.

Figura 1: A curva C nao € um circulo.

Por outro lado, supondo que a curva C' € um circulo teremos que o ponto G é o seu centro.
Isto segue do fato de que os pontos médios dos lados de F, pertecerem a curva C'. Agora,
observe que o angulo GDB é reto. De fato, o segmento DG é a mediana do triangulo de
vértices B, E e G que é isoceles. Evidentemente, o angulo GCB é reto. Agora, observe que
os triangulos ADBG e ACBG séao retangulos, tem um lado em comum e, da hipétese de
C' ser um circulo, os lados DG e C'G tem comprimentos iguais. Entdo estes triangulos sédo
congruentes. Mas isto implica que o triangulo AABF é equilatero. Uma contradigao visto que

o angulo FFAB é reto. Logo, a curva C' ndo é um circulo.



4 A Curva C Nao Possui Derivada Segunda

Até este momento mostramos que a curva C' possui derivada em todos os pontos e que a
derivada varia de modo continuo. Isto é, a curva C' é de classe C'. Apesar de sabermos
que a curva C' ndo é um circulo, caberia indagar se esta curva é de classe C* com k > 1
ou mesmo, para os mais otimistas, se esta curva é de classe C* ou analitica. No entanto,

mostraremos que esta nao possui derivada segunda em alguns dos seus pontos.
T+
y, g3, Sabemos
3 '3
que S é linear e leva conjunto convexo em conjunto convexo. Em particular, S leva segmento

Considere a transformagao linear S: R? — R? dada por S(z,y) = (

de reta em segmento de reta. Observe que na base canénica de R? a matriz da aplicacéo

linear S € dada por

1/3 1/3
0 1/3

S =
de modo que na base candnica a aplicacdo S iterada n vezes S™ : R? — R? tem como matriz

1/3" n/3"
0 1/3"

S" =
Assim, enunciamos a

Proposicao 4.1. A transformacéo linear S™ leva o tridngulo de ordem 0 no tridngulo de ordem

n cujo um dos vértices é o ponto M.

Demonstragdo. A prova sera por indugado sobre n. Para n = 1 temos que os tridngulos de
ordem 0 e de ordem 1 sdo dados como na figura 2.

Ora, S(0,0) = (0,0), S(1,1) = (2/3,1/3) e S(1,0) = (1/3,0) de modo que o segmento de
reta que une os pontos M; e Y é levado no segmento que une os pontos M(1/2) e X. Observe
que esta relacdo permanece para os respectivos segmentos de cada triangulo. Assim, S leva
o triangulo de vértice My, Y e M; no triangulo de vértices My, X e M(1/2). Assim, a afirmagao
é verdadeira paran = 1.

Suponhamos, por hipétese de indugcdo que a afirmagao é verdadeira para n. Assim, 0s
vértices do triangulo de ordem n que contém M, sdo dados por S™(0,0) = (0,0), S*(1,1) =
(1+mn)/3",1/3") e S*(1,0) = (1/3™,0) como na figura 3. A partir do triangulo n podemos,

através do processo de trissec¢ao, construir o triangulo de ordem n + 1.



M=(1,1)

y
7~
/
/
e

/

(1/2)=(2/3,1/3)
M,=(0,0) _ X=(1/3,0) Y=(1,0) X

Figura 2: Triangulos de ordem O e 1.

W=((1+n)/3 }1/3)

C
E
M,=(0,0) D 7=(1/3"0)

Figura 3: Os triangulos de ordem n e n+1.

Considere o segmento de origem em W e ponto final em Z parametrizado por
(1-t)((14+mn)/3",1/3") +t(1/3",0) com t € [0,1]. Entdo o ponto C é obtido com ¢ = 1/3,
i.e, C= ((3 + 2n)/37"1 2/3"1), Além disso, D= (1/3""1,0). Como E é o ponto médio do
segmento de extremos C e D temos que E= ((2 + n)/3""! 1/3"+1).

Por outro lado, S((1 4 n)/3",1/3") = ((2 + n)/3"!,1/3"+1) =8"+1(1,1) e $(1/3",0) =
(1/3"+10) =S"*1(1/3,0). Ou seja, S"*! leva o tridngulo de ordem 0 que contém M, no
tridangulo de ordem n + 1 que contém M. Pelo principio de inducéo, a afirmacao é verdadeira

para todo n. O

Através da sequéncia (S™(1,1)),en mostraremos que o raio de curvatura da curva C' no

ponto My = (0,0) é zero.



Considere o Unico circulo L,, que contém os pontos My, ((1 +n)/3",1/3") € C e que é
tangente a reta tangente no ponto My. Observe que esta reta tangente coincide com o eixo .

Assim, o centro deste circulo estéa no eixo y e é da forma (0, R,,) onde R, é o seu raio.

(O,R)

~
—

M,=(0,0) x

Figura 4: O circulo L,.

Disto temos que R, satisfaz

dai temos que

e entao

lim R, =0

n—oo

Fazendo n tender a +oc temos que L, tende ao circulo osculador de C' no ponto M.
Assim, o raio de curvatura de C' no ponto My é igual 0. Mostrando que C' possui curvatura
igual a +o00 no ponto My. Consequentemente, a curva C' ndo possui derivada segunda neste

ponto. Pois, do contrario, a curvatura teria uma expressao em termos das derivadas de C' e

entao seria finita.



5 Conclusao

Mostramos que a curva limite C' obtida através do processo de trissecgao de um quadrado
possui derivada continua em todos os pontos e que ndo possui derivadas de ordens superio-
res. Obtemos uma expressao para a derivada em termos de fragées continuas e mostramos

que a curva C' ndo & um circulo.
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